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Barem de notare si evaluare- Clasa a V-a
Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Locala, Judetul Dolj, 08 februarie 2025

Subiectul 1
a) n=2025(1+3+5+...+19) 1p
n=2025-100 1p
n =202 500, deci suma cifrelor lui n este 9. 1p
b) a-(b+c):2250, a-b=225 rezultd a-c=2025 1p
2 2 2p
a-b-b-c-a-c=225-729-2025<:>(a-b-c) =(15-27-45) 1p
a-b-c=15-27-45=18 225
TOTAL p
Subiectul 2
a) x=2y+41, y>41 1p
3x-6y+2=125 1p
10" =8-125 < 10" =1000 <> 1 =3 1p
b) x+y<167, x=2y+41 = 3y+41<167 2p
y<42, y>41siy numdr natural, rezultd y=42si x=125. 2p
TOTAL ’p
Subiectul 3
a) 125=5"=5%+10%, deci numarul 125 este cub bipdtratic 2p
9=3>=1°+2°, deci numirul 9 este pdtrat bicubic. 2p
3 16 <2 1.6 2 16 2\ 3\2 32
b) 5-k° =5k +10"-k* < (5k°) =(5K*) +(10K°) , k%0 1o
32.p6:13'p6+23.p6©(3p3)2:(p2)3+(2p2)3,p¢0 1p
Cum k si p sunt numere naturale nenule, rezulta ca exista o infinitate de 1p
cuburi bipdtratice si o infinitate de pdtrate bicubice .
TOTAL ’p
Subiectul 4
a) 275 :(23 )25 — 825 < 925 :(32 )25 :350 2p
b) 3°=(3°)" =243 <256" =(2*)" =2* 2p
79 A3 AT6 19\ 12Y* A2 448 _ 450
2% =227 =8-(2") <9-(37) =3*-3" =3 2
27 <3 < 2% deci cel mai mare numar natural n pentru care 3% >2" este 79. 1p

TOTAL

7p
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Solutii si bareme orientative

Clasa a Vl-a
7Xx—-5y 2
1) a) pm =2 = 3(7x = 5y) = 2(4x = 6y) = 21x = 15y = 8X— 12y .ooooovvioininine 1p
21X—8X:15y—12y=>13X:3y=>§=% ......................................................... 1p
5% _ 15 1
By T ZG T p
b) 32 % = g = 1y—3 =k = x =3k si y = 13k, unde k este un numar rational ....................... 1p
3x reprezinta p% din (2x + 3y) = 3x = 1% (X 3Y) e 1p
9K = =2 (6K + 39K) = 9K = 2 45K, 1o, 1p
100 100
—_ 5_p = =
1—100=>5p—1OO=>p 1 1p
2)a) Realizarea desenului COreSPUNZALOL ........cc.evveeveerreeeierierierienens 2p
Punctul C se gaseste pe mediatoarea segmentului AB ,deci 4A0C = 90°............ 1p

4A0M = 4A0C — AMOC = 90° — £MOC,iar CON = AMON — AMOC = 90° — £MOC

De unde concluzia : ZAOM = ZCON ......ccccoooeoiiiiiiiiiieee e 1p

b) Deoarece sMOC = £BON = 4ABD dreptele ON si BD sunt paralele ............ 2p

Dar OM L ON si ON || BD, atunci OM L BD........cccccocoviiiiiiiiiiieeiiee e 1p

3) Notam (a,b) =d ,exista x, y € N* astfel incita=d-x,b=d-ysi (x,y)=1
1AL [A,D]70 * X Yttt et aeeen 1p

Relatia din enunt devine echivalentd cu ef 2 = X-d2(9 + ¥?)..ovevereeeeereeeeeeeeeeeeeee e 1p
Deci, x:(9 +y?) =k* unde k € N, k>3 atunci ef = d-k si cum ef este numir prim iark € N,
K>3 = d = L 1p

Asadar ef’=x(9+y)=x=1s5i9+y =ef’saux=efsi9+y>’=ef.........1p
Daca9+y’=ef’=y>10sief >y=ef > y+1=ef2>(y+ 1)’ =9+y*>(y+1)(y+1)
= 9+y’>y(y+ D+ 1(y+1)=9+y*>y*+y+y+1 = 2y<8 = y<4 contradictie......1p
Deci x = ef 5i 9 + y? = ef

Pentruy=2 = ef=13,a=13,b=2 iarpentruy =8 = ef =73 .a=73 ,b=8 . ..oevevviieeerrrrererr. 2p
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4)a)Un numir natural cu 4 divizori are una din formele p3 cu p nr prim sau
P qcupsi qnumere prime AiStINCLe.........cccoevveecieerieeieesieeieeeie e 1p

Exemplul cerut :{6,8,10,14,15} ... ..ot 2p

b) Daca x€ M si x = p * q, suma divizorilor lui x este 1 + p + q + pq adica numar par....1p
Dacd x € M si x = p3 suma divizorilor lui p este 1 + p + p% + p3,

AAICANUIMAT PAT PED F 2 oottt bbbt b ettt b e ns 1p

Dar 8 € M este singurul element dintr — o multime "4d "care are suma divizorilor

1010000 0401 0 XY PP PR PR TRROTOTRN 1p

Deci, suma divizorilor acestor elemente nu poate fi 2024,care este numar par......... 1p
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 8 februarie 2025
BAREM DE CORECTARE
ClasaaVll-a

Problema 1
_ 1
a) a=v9+45 = /9;_1+ 92—1:\/§+2 P
_ 1
b=v9—4V5= /9“2‘—1 =v5-2 P
Me="2=v5 si Mg=vVa-b=vV5—-4=1 1p
b) N=(9 + 4v5)*"™ - (9 — 4v5)*™ - (9 — 4VE)+ ——+2V3 — 3+ 4 — 23
(9-45) 2p
_ _ 2025 . (q _ 9+4V5 + 1
N= (81 — 80) (9 —4V5) + —ao T 1 p
N=9-4vV5+9+4+/5+1=19 numdr prim 1p
TOTAL P
Problema 2
a) -1<V13-4<0 & 3<+/13 <4 & 9<13 <16 adevarat 1p
[VI3 —4] =-1 1p
(VI3 -4} =VI3—4-[VI3-4] = VI3 -4 (-1)=I3 -3 Ip
b) Deoarecen? <n’+n+1<n’+2n+l eon<vn2+n+1<n+1 1p
Rezultd [VnZ+n+1]=n vn>1 1p
AtunciS =1+2+3+--+99 1p
Obtinem S = 222 = 4950 1p
TOTAL 7
Problema 3 W




Fie MN n CD = {R} si AC n BD = {0}.

A MCR dreptunghic cum (C) =90° si m (CMR)= 30° > MR=2-RC 1p
A PDR dreptunghic cu m ( D) =90° si m (DPR): 30° =>PR=2-DR 1p
Prin adunarea celor 2 relatii avem: MR + PR =2 (RC+ DR ) = 2p
MP=2.-DC=2-BC=MB 1
A MPB isoscel si m (PMB)= 30° = m (MPB)=75° (1) P
Tn patrulaterul CRQO, m (CRQ)= 120°, m(RCO)= 45°, m (0)=90°
= m (RQ0)=105° = m (BQP)=75° (2) 1p
Din (1) si (2) > BQP = BPQ = A BPQ isoscel = BP = BQ. 1
p
TOTAL P
Problema 4 c
D
N
P
A F E o
a) m (ACB)= 75°, deci triunghiul BCD este isoscel si m (CBD): 30°. 1p
Construim EM; | BD, M; € BD si CQ_ BD, Q € BD. 1p
Atunci ABEM,; = ACDQ (1.U.), de unde rezulta CQ = BM,
Cum CQ este cateta opusd unghiului de 30° in triunghiul dreptunghic CQB,
obtinem ca BD=BC=2CQ=2BMy, prin urmare EM este inaltime si mediana
n triunghiul EBD, acesta fiind astfel isoscel, deci DE =2cm, iar M=M:. 1p
b) m (ABD)=45° - 30° =15°, deci m (BED )= 180°-30°=150°. 1p
Atunci m (AED)=30°si m (NED)=15° =
m (NEM)=m (NED)+ m (DEM) =90°. Ip
J— S 1
m (ADF) = m (DCQ) = 15° = CQ|| FD si FD L BD. P
Astfel, m (NEM)=m (EMD)=m (MDP)=90° de unde
m (DPE): 360° - 3- 90° = 90° = patrulaterul DMEP este dreptunghi. 1p

TOTAL

p




e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa Locala- 2025
clasaa Vlill-a

Barem de notare si evaluare

punctajul corespunzator.

1.a) E(x)= x* —7x2 +1, pentru orice numr real X 1p
3p a este numar par, asadar a=2k,k e N = A=16k* —7-4k? + 4 1p
A=4(4k4 —7K? +1)54 1p
2
2 2n? —7) —45
E(n)=n*-7n? +1—(n2 —%j —? :(f) >-11 , pentru orice numir intreg n 1p
1b) 2 2 - 2 2 . H - w
4p Cum (Zn —7) eN , daca (Zn —7) =1, atunci E(n) are valoare minima egald cu —11 1p
2n® ~7e{-11} =n %c{3,4} 1p
neZ:ne{—Z,Z} 1p
T
R
2.a) Q
3p
Daci este P mijlocul segmentului AB , atunci MP || AC si <(MN, AC)=<NMP 1p
VO =642 cm=> NO =342 cm si MN =+/NO? +OM? =36 cm 1p
ANOP = ANOM => NP = NM =36 cm, de unde AMNP isoscel
1p
Fie NE L MP = E mijlocul segmentului MP si astfel COS(<):NMP) :% = g
MO N AD ={Q} = Q mijlocul segmentului AD
2.b) | MN NVQ =1T}.Fie OR||MT

TN linie mijlocie in triunghiul VOR , rezultd VT =TR
OR linie mijlocie in triunghiul MTQ , rezulta QR = RT
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Se obtine VT =TR=RQ = V—S =23 cm

@) V
R_g =3= % <VQO = <RQO = AVOQ ~ AORQ = «ORQ =90°, deci MT LVQ 1p
AD 1 MQ, AD LVQ, MQ,VQ < (VMQ)= AD L (VMQ)
1
cum MN < (VMQ) = AD L MN P
MN LVQ, MN L AD, VQ,AD < (VAD)= MN L (VAD) 1p
K Je((2evk) VK1) ke
= > = 5 ,keN ]_p
5 (1+\/E)+\/k+l (1+\/E) —(k+1)
N N J4 - Jn+2 _1+\/§—\/Z+1+\/Z—\/§+ 1+Jn+2-+/n+3 1p
7p 1+83+/4 1+J4+5  1+Jn+2+Jn+3 2 2 2
_n+3-Vn+3 17+3
Deducem ca 5 = 5 = 1p
17=n-vn+3 < n+3=n—17:>n+3=(n—17)2<:> 1p
n? -35n+286 =0« (n-22)(n-13)=0 1p
De unde n=13sau n=22 1p
Prin verificare obtinem n = 22 1p
D' Cl
A l’: (
\\\ 1 1 B I'
LR S
‘\‘ 1 .:\‘ ,'
N sl
o ¢ Se M
I 1 7, Y
a ’, [ Bt
1 ‘\I ’ “ S
! D¥c o el P
o = O T Y] C —
> :
4.a) B 1
4p | In triunghiul dreptunghic A'BC, BC2=CM-A'C=CM =§A'C 1p
ACC'A' paralelogram, AC'n A'C ={Q} = Q este mijlocul segmentului A'C =CM :§CQ : 1p
deducem ca punctul M este centrul de greutate al triunghiului ACC'
Daci AC nBD ={O} = Oeste mijlocul segmentului AC = C'O mediand in AACC'=M C'O ,
' 1
astfel incat cM_2 P
cCo 3
Triunghiul C'BD este echilateral si CC'=CB =CD = CC'BD este piramida triunghiulara regulata si 1
p

cum punctul M este centrul triunghiului C'BD =CM L (C'BD)
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4.b)
3p

CD L(ADD')=CD LAD' si AD' L A'D, A'D,CD c(A'DC)=> AD' L (A'DC) de unde deducem

ca {N}=AD'nA'D = N este mijlocul segmentului A'D P
Consideram punctul R simetricul punctului M fata de punctul C = MN este linie mijlocie in

triunghiul A'DR= MN [|DR (1) 1p
Punctul C este mijlocul segmentelor DP , respectiv MR = DMPR paralelogram, de unde I

DR || MP (2) .Din relatiile (1) si (2) deducem ca punctele N,M si P sunt coliniare.
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Barem de notare si evaluare
Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Locala, 8 februarie 2025
Clasa a IX-a

Subiectul 1

Ecuatia devine 3{x} = 2[x] + 1 — [x + %] EZ

Cum 3{x} € [0,3), deducem ca 3{x} € {0,1,2}, deci {x} € {O,é,g}.

Ip
. . 1
Pentru {x} = 0, x € Z si atunci [x + E] =x, [x] = x. Ip
Astfel, ecuatia devine x = 2x + 1, deci x = —1. Ip
1 1 5 . .

Pentru {x} = > avem [x + E] = [[x] + g] = [x], ecuatia devine

1 Ip
[x] =2[x]—14+1, [x] =0si x ==

3 Ip

2 1 7 . .
Pentru {x} = 5> avem [x + 5] = [[x] + g] = [x] + 1, ecuatia devine Ip
1
[ +1=2[]-2+1, [x] =2si x =5 P
TOTAL Tp
Subiectul 2
Din ab + ac + bc = V3abc = (ab + ac + bc)? = 3abc. Ip
Cum a + b + ¢ = 1, putem scrie (ab + ac + bc)? = 3abc(a + b + ¢). 2p
Atunci a?b? + a?c? + b?c? = a®bc + ab?c + abc?. Ip
Relatia de mai sus devine
a’b? + a?c? + b*c? — 2a’bc — 2ab?*c — 2abc? = 0 i astfel avem
(ab — bc)? + (bc — ac)? + (ac — ab)? = 0, de unde Ip
ab = ac = bc. Ip
Rezultd 22 = 2€ a—bc, astfel vom obtinea = b = ¢ = -. 1p
ab bc ac > 3

TOTAL Uy
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Subiectul 3

AF +BD +CE =AB—FB+BC—DC+ CA—EA.

Prin urmare, AF + BD + CE + EA+ FB+DC = AB+ BC + CA = 0.

—_— P —_— R — R — —_— — P ——— —_— — 1
Cum AF + BD + CE = EA + FB + DC, vom obtine ci 2(AF + BD + CE) = 0. P
Notam AF =x, BD = y,CE = z.

Astfel, avem AF = iZﬁ,B—ﬁ = Lﬁ,ﬁ = 2 CA.
x+y z+y x+z 2p
AF + BD + CE =——AB + BC + CA Ip
xX+y z+y X+z
X — Z — —
=< - y)AB+<y - )AC:O,
x+y z+y z+y x+z
Ip
E,ﬁ sunt vectori necoliniari, deci =2 X - si X _Z =9
x+y  z+y z+y  x+z
Prin urmare, y? = xz,z?> = yx si apoi x? = yz.
Astfel, x2 + y2 +z2 =xz+ yx + yz
& 2x2 +2y2 4+ 222 — 2xz — 2yx — 2yz =0 p
Sx-—yY)2+(—272+(z—x)>=0e x =y =z o AABC echilateral. Ip
TOTAL 7p
Subiectul 4
Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz, obtinem
(abc + a?b + bch + cac)? <
< (a?b? + a*+b%c? + c?a®)(c? + b? + b? + ¢?) Ip
= 2(a?+b?)(a?+c?)(b%*+c?).
Astfel, abc + a?b + b%c + c?a < \/2(a?+b?)(a%+c?)(b2+c2). (1)
Ip
Din nou cu inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem,
2
(a®+b?)? = (Wa - ava+Vb-bVb) <
2 2
< (vVa' +vb ) ((ava)’ + (bVB)") = (a + b)(a® + b?). Ip
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Intrucat (a + b)? < 2(a?+b?), se obtine
(a?+b®)* < (a+ b)?(a® + b3)? < 2(a®+b?)(a® + b3)? =
(a?+b?)3 < 2(a® + b3)2.
Analog, (a?+c?)3 < 2(a® + c2)?, (c?+b?)3 < 2(c3 + b3)2.
Prin urmare,

(a?+b?)3(a?+c?)3(c?+b?)® < 8(a® + b3)?(a® + c3)?(c® + b3)2 = 183

1
= (a®+b?)(a®+c?)(b%?+c?) < 18 Y abc + a?b + b%c + c?a < 6.

2p

Ip

TOTAL
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Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa Locala, Judetul Dolj, 08 februarie 2025
CLASA a X-a - Solutii si bareme

Problema 1.
) (0g3100? 4 (logs10)* 4 (l0g155)* = 7109310 4 15100510 4 DD5l0g155 — 1p
10% + 10% + 52 = 2025 1p
b) Notandlog = avemy =5 (Dsi =1+ (2). 1p
Ecuatia (1) are solutiile =0si =4. 1p
Daca =0, atunci (2) devine O = 1 ceea ce este imposibil. 1
1p
. g .. _5. _625
Dacd =4, atunci din (2) gasim = 28 =
deci =6255i =256, iar + AR J  =25+125-16 = 2025 1p
Problema 2.
Notaind =1Ilg , =Ig , =Ilg , =Ig inegalitatea devine ——t—/——+ 2p
=2iar , ,, >0.
+ + — + + —
Daca inmultim relatia cu 2 si adunam 4 aceasta devine echivalenta cu
1 1 1 1
( + + + )( + + + ) 3p
+ + - + + - + + — + + -
=8( )
Deoarece produsul a oricaror trei dintre numerele , , , este mai mare decat al patrulea
atunci numerele + + —  + + —  + + — | + + — suntpozitive. 1p
Aplicand inegalitatea mediilor =  pentru aceste patru numere se obtine
2( + + + 1 + 1 + 1 + 1
( )(++— + + - + + — ++—) 1p
=16
deci (*) este adevarata.
Problema 3.
_ _ _ . _ 1 _ 1 _ 1 1
Deoarece | 1| =] 5| =| 3l =1atunci 1 ==, , ==, 3=—. p
1 2 3
Conjugand relatia =+ -2+-2=1 obtinem 2+-2+-2L=1 deci 2+2+32=2+2+
2 3 1 1 2 3 2 3 1 1 2 3p
—:. Elimindnd numitorii obtinem egalitatea 2- 5+ 3- ;+ % ,= 2. ,+ 3. .+
2. 1, care este echivalenticu ( 1 — 2)( 2— 3)(3— 1)=0
Daci ;= , atunci 2 +-2+-2=1 adici $=— 2.Obtinemci 3 { 1, — 1},de

2 3 1
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unde = |—;+2—3+3—1| {1-2 +3],]1+2 —3 [} deci =2 1p

Dacid 1 = 3, atunci —;+—§+—i =1, adici % =— % Obtinemca , { 1, — 1}, de o

unde = |—;+2—32+3—13| {|— +2 +3|,| —2 +3|},deci =+/10.

Daci , = 3, atunci —;+—§+—i =1, adici =— 3. Obtinemcia ; { 1, — 1}, de 1p

unde = |—i+2—;+3—13| {| +2—=3|,|— +2+3}, deci =+/8. Astfel, valoarea

maximi a lui  este v10.

Problema 4.

Pentru =0 se obtine ci (0)= ( ) oricare ar fi numir real. Pentru orice

exista astfel incat = 3sidin(I)avemeca (0) = () (D). 2p

Daca =— seobtine 2)+ (—)= O)+ (), (2). Daca inlocuim in

(2)pe cu— seobtine (=2 )+ ()= (0)+ (= ) (3)siadunand relatiile(2) si

(3) gasim 2P
2)+ (-2)=2 (0)@). 1p

Daca inlocuim in (4) pe cu> si folosim (1) seobtine ( )+ (— ) =2 (0).

Daca exista pentrucare ( )< (0) atunci (— ) > (0) ceea ce contrazice (1).

Deci () este constanta. 2p
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Barem de notare si evaluare
Olimpiada Nationalia de Matematica

Etapa Locala, 8 februarie 2025

Clasa a Xl-a
Subiectul 1
Din (det (X))’ =det(X?)=25 se obtine det(X )==5. 1p
Daci det(X)=5, cu relatia Cayley-Hamilton: X?—tr(X)-X +det(X)-1,=0,,
6 -8 1
rezultd tr(X)-X = X*+5l, = : P
4 -2
Avem tr(tr(X)-X)=4, deci (tr(X))2 =4, adica tr(X)==2. 1p
i t caz obti wgiite: X =[° Hgix, [ # 1
n acest caz oovtinem solutiiie. = 1 = .
’ AT )M T 2 P
» - ) -4 -8
Daci det( X )=-5, Tn mod analog avem tr(X)-X = X*-5l, = 4 o) 1p
Apoi, tr(tr(X)-X)=-16, deci (tr(X))2 =-16, de unde tr(X)=+4i. 1p
R . . i 2i) -1 =2
In acest caz obtinem solutiile: X, = . _ [ si X, =| . . 1p
-1 3 i -3
TOTAL p
solutie alternativa
3 a b 1 -8) ., U3
Daca X = , A= st X“=A,atunci X°=AX = XA. 1p
c d 4 -7
_(a+4b -8a-7b a-8 b-8d ) 2c+d -2c
Rezulta = ,apoi X = 1p
c+4d -8c-7d 4a—-7c 4b-7d c d
.o, [2c°+4cd+d® —4c¢®-4cd
si X°= ) s o |- 1p
2¢c” +2cd -2c“+d
2 — A implicd ¢’ +cd =2 .
= mplica .
P -2¢+d? =-7 P
2
Avem 7(c2+cd)+2(—2c2+d2)=o:>3c2+7cd+2d2:0:3(%) +7-§+2:o,
1 Ip
de unde Ee{——,—z}.
d 3
i ) o 3 -4) . -3 4
Daca ¢c=-2d, obtinem c=%2 si d =F1 siavem X, = st X, = . 1p
2 -1 -2 1
) .. . 20 . -1 =2
Daca d =—3c, obtinem c=+i si d =F3i siavem X,=| . si X, =| . -] 1p
—i

TOTAL

p




Subiectul 2

a)
Prin inductie matematica avem ca X, = COS 211 , Vn>1. 3p
s I; : T
Rezulta limx, =limcos —=1. 1p
n—oo n—oo 2n+
solutie alternativa
Inductiv, se aratd ca x, €(0,1), vn>1. 1p
o . . 9 /1+ X
Din inegalitatea mediilor rezultd X, = > L 2>2YX, =X, vn=1. 1p
Deci (Xn)nzl crescator si marginit, de unde rezulta (Xn)nzl convergent. 1p
Prin trecere la limitd in relatia de recurentd obtinem cd limx, =1. 1p
b)
- 1—005% 72
Avem 1@04"-(1—xn):'!m4”.[1—cosﬁjzim4”- . 2 S 2p
)
72_2
Asadar, |im4”‘(1—xn)=g. 1p
TOTAL p
Subiectul 3
a)
Avem 0=det(M")=(det(M))", deci det(M)=0. 1p
Din egalitatea Cayley-Hamilton se obtine M? = tl’(l\/l ) M si, iIn mod inductiv,
- 1p
M =(tr(M))" M.
Asadar (tr(M ))"’1 M =0,, ceea ce implicd tr(M)=0 sau M =0,, ambele situatii 1p
conduand la M? =0, .
b)
Conform subpunctului a), X*=Y?=0,. 1p
a’+bc=0
a b . b(a+d)=0
Fie A= ,cu a,b,c,d eZ si A*=0,. Rezultd ( ) .
c d c(a+d)=0
bc+d*=0
o : . a’ : 1p
Intrucdt b=0, avem a+d=0, deci d=-a si C= o Prin  urmare,
a b
A=| g2 ,cu bla’.
-— -a




2

m 1 . n 1 N
Daca alegem X = si Y= , CU mneZ, rezulta

-m* —-m n® -n
2 1p
m-n 0 m-n 0
X-Y=|, §i(X—Y)2=( ) L
n-m- n—-m 0 (m_n)
Pentru n=1+m avem (X —Y)2 =1,, deci (X —Y)2006 =1,. Asadar, matricele
m 1 1+m 1 1
X=| siY = , cu me Z\Y0,—1} verifica cerintele. P
-m* -m —(1+m)" —(1+m)
TOTAL 7p
Subiectul 4
. . 1 A
Daca x >0, atunci In(1+x)>In1=0, deci X,=X +———>0. Procedand
In(1+x,)
inductiv obtinem: X, >0, Vn>1. 1p
1 .
Rezultd X,,,—X, =————>0, Vn>1, ceea ce arata ca sirul (x,) , este strict
In(n+x,) "=
crescator.
Presupunand prin absurd ca (Xn)nzl este marginit, rezulta cd 3IM >0 astfel Tncat
X, <M, vnx>1.
Avem X, , —X = ! > | vk >1 si ni(x —-X )>§;
“C T In(n+x)  In(nem)T T T gttt A n(ne M)
n-1 .
de unde obtinem X, — X, > —————. Prin trecere la limita, rezulta limx, =oo. Fals!
In(n+M) N>
Prin urmare, (Xn)nZl este nemarginit si, Intrucat (Xn)nZl este strict crescator, rezultd
limx, =c. 1p
. X X —X . 1
Cu teorema Stolz-Cesaro avem lim—= = lim " = |im————=0. 1p
o= e ntl-n o no=in(n+x,)
- . Inn . X : X1 —X
Apoi, din nou cu teorema Stolz-Cesaro, lim—-x, =lim——=Iim i
n—>wo n—o N oo N+1 _ n 1p
Inn In(n+1) Inn
_ 1 Inn-In(n+1)
=lim . 1p
>=\ In(n+x,) (n+1)Inn—nin(n+1)
Inn-In(n+1 In(n+1
~ lim I(l ¥ (0+2) | iy nn — UL R NP P
nN—o0 n n+X nN—o0 n
" In L +Inn Inn+|n£1+j In L +Inn
n+1 n n+1

TOTAL

p
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Solutii si bareme de corectare orientative
Clasa a XII-a

Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. a) Functia (x,y) — x * y defineste o lege de compozitie pe M daca
VMx,yEM =x*y € M.

Fie x,y € (—,1), conditia x * y € (—o0, 1) se scrie 220022:—_;96_3; < 1. Deoarece
x+y<2<2025 Mx,y € (—o,1) = 2025—-x—y >0, 2p)
2024 7YY 1 2024 <2025 =
2025 —x — y Xy XY

b) Legea de compozitie “*” este comutativa, dacd: (V) x,y EM = x*xy =y * x.

2024-xy 2024-yx
= 2025-x—y  2025-y—x Y% (V) x,y € (=, 1). (p)
Legea de compozitie “*” este asociativa, daca:
M x,y,zEM = (x*xy)xz=xx*(y*2z).
2024:2025-2024-(x+y+z)+xyz

(x * y) ¥Z=xx (y * Z) = 20252-2024-2025'(x+y+z)+xy+yz+zx’ (p)

Legea de compozitie “*” are element neutru, daca:

(3) e € M astfel incate xx = x xe = x, (V) x € M.

Legea de compozitie “*” este comutativa, deci este suficient sa stabilim daca

(3) e € M astfel incat x * e = x, (V) x € M. Presupunem ci existd e € (—oo, 1) astfel incat

x*ezx,(v)xe(—00,1).Dinx*e=x:>%:x<:}x2—2025-x+2024=0,

dar x? —2025-x + 2024 # 0,(V) x € (—o0,1) = legea de compozitie “*” nu are
element neutru. 2p)

X *

2. Presupunemci [ f(x)dx = F(x) +C < (J f(x)dx)' = (F(x) + €)' &

sin7x

— I sin7x _ . l 1. !
Sfk)=Fx)+0) — —(x+51n2x+251n4x+3sm6x+€) =

sin 7x

=14 2cos2x+ 2cos4x + 2cosbx & Q3p)

sinx

& sin7x =sinx + 2-sinx - cos2x + 2-sinx - cos4x + 2 -sinx - cos 6x &

< sin 7x = sinx + (sin 3x — sin x) + (sin 5x — sin 3x) + (sin 7x — sin 5x) &
< sin7x = sin 7x.

In concluzie [ f(x)dx = F(x) + C. 4p)
3.a)ord(a) =n=a" =e. (1p)
h@) =f(@)-f(@): .. - f@ ) f@)=f@: f@)-..f@1-fle.

h(e) = f(e) f(a) - f(a?) - .. f(a¥ 1) = h(e) = h(a), dar a # e = nu este injectivi.
2p
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b)fZ->Z,f(x+y)=f()+ f(y), (V) x,y €L, f bijectiva.
Pentru x = y = 0 se obtine f(0) = 0. Pentru y = —x se obtine

f(=x)=—-f(x),(V)x €Z.(1) (p)
Prin inductie se aratd ca f(n) = nf(1), (V) n € Nsi cu (1) se deduce

f) =nf(1),(¥V)n €L 2p)
Din f bijectivi = (3) a € Z astfelincat 1 = f(a) = af(1) = f()) e{x1} = f(n) =n
si f(n) = —n. Ambele functii satisfac ipotezele problemei. (1p)

4. a) Derivand relatia din enunt se obtine:

fG)=2-f(x)-f'(x)+2025 - f'(x) +L,(V)x ER < (1p)
I _ flx)-1

s f'(x) = 3702055 > 0, (V) x € R, (*) deoarece f(x) > 1, (V) x € R. (1p)

Cum f'(x) > 0,(V) x € R, rezulta ca f este strict crescitoare pe R. (1p)

b) Din relatia (*) deducem ca f' este derivabila pe R. Derivand in aceasta relatie:
iy L)@ £2025) ~ 21 (1)~ 1) _
(2 f(x) +2025)?
_ . £ . <
= 2027 2700420257 > 0,(V) x € R, adica f este convexa. (1 p)
Aratdm cd lim f'(x)=oo.

X—>0

Fie a € R. Din f convexd deducem: f(x) = f(a) + (x —a) - f'(a), (V) x = a (**).
Cum f'(a) > 0 obtinem trecand la limita in relatia (**):

lim £ (x) 2 lim (f (a) +(x—a)- /" (a)) =o». (1p)

Pentru calculul limitei din enunt vom folosi regula lui I'Hospital pentru cazul de

. [ee]
nedeterminare =

tim 7 VS0 FO) i () = tim () tim (o) = 2-lim 77 (x) =
X—>00 x X—>00 x X—>0 X—>0 X—>00 X—>00
1
- 1- 2p)
IO/ N (6 N
=2 f(x) 42025 om s s0as L 2

/(%)
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